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In [lo] wurden alle quasieinfachen Gruppen bestimmt, die keine elementar 
abelsche Untergruppe der Ordnung 16 enthalten. Der wesentliche Punkt hierbei 
war der folgende. 1st M eine 2-lokale Untergruppe von G, die 2-constrained aber 
nicht auf&bar ist, so ist die Struktur von O,(M) bekannt. Enthalt O&M) 
elementar abelsche Untergruppen der Ordnung 16 aber keine der Ordnung 32, 
so ist ein ahnliches Resultat nicht bekannt. In dieser Arbeit wird ein erster 
Schritt in diese Richtung getan. Wir bestimmen die Struktur von O,(M), falls 
C,(x) fiir jedes x E O,(M) auf&bar ist. Dies ist 2. B. immer der Fall, falls 
C,(i) fur jede Involution i au&bar ist. Das Ziel dieser Arbeit ist der Beweis des 
folgenden Satzes. 
SATZ A. Sei G eine endliche einfache Gruppe, die keine elementar abelschen 
L’ntergruppen von der Ordnung 32 enthiilt. Fiir jede Involution i in G sei Co(i) 
auf&bar. Dann ist G zu L,(q), q ungerade, L,(3), Us(3), C’,(4), U,(S), U,( 16) 
L,(8), L&6), Sz(8), PSp,(3), PSUa,(3), G,(3), -4, ,A, , fiTI, , K2 , L,(4) o&r 
U&2) isomorph. 
Satz ;2 folgt sofort aus [5] und dem folgenden Satz. 
SATZ B. Sei G eine endliche einfache Gruppe, in der alle 2-lokalen Unter- 
gruppen 2-constrained sind. Weiter be&e G eine maximale 2-lokale ZJntergruppe Al. 
Der maximale auflosbare Normalteiler N von M enthalte keine elementar abefsche 
Untergruppe von der Ordnung 32. Ist M # N und C,(x) auf&bar fiir jedes 
1 # x E N, so ist G zu Gz(3), PSp,(3), PSUa(3), a?8 , M2, , Mz, , L,(4), J3 oder 
U5(2) isomorph. 
Zum Beweis von Satz B ist zunachst die Struktur von dl zu bestimmen. Dazu 
unterscheiden wir, ob 5 die Ordnung von M/O,(M) teilt oder nicht. 1st 5 ein 
Teiler der Ordnung von M/O,(M), so ist Qi(Z(O,(M))) = Qi(O,(M)) elementar 
abelsch von der Ordnung 16. 1st O,(M) nicht elementar abelsch, so liefert ein 
Ergebnis von Higman [8, Theorem 8.21, daR M/O,(M) zu A, , Zs oder einer 
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Gruppe, die A, s Z, vom Index eins oder zwei enthalt, isomorph ist. Weiter 
operiert A, intransitiv auf den Involutionen aus Qr(O,(Al)). Wir kiinnen dann 
den folgenden Satz beweisen. 
(3.2) SATZ. Sei 11-r eine endliche Gruppe mit O(M) = 1, die 2-constrained ist. 
Der maximale auf&bare Normalteiler N von M enthalte eine elementar abelsche 
Untergruppe der Ordnung 16 aber keine der Ordnung 32. Ist 111 nicht auflosbar, 5 
ein Teiler von M/O,(M) und C,(x) auflosbarfiir jedes 1 # x E N, so ist O,(M) = N 
abelsch oder i O,(M)I = 28. Im letzten Fall ist die Struktur von 0,(&I) eindeutig 
bestimmt. 
1st nun 5 kein Teiler der Ordnung von Jf/O,(Ar), so ist &1/O,(Ar) zu L,(7) 
isomorph. Man kann dann zeigen, da8 O,(AZ) einen homozyklischen 
Normalteiler vom Rang drei mit zyklischer Faktorgruppe besitzt. 
Fusionsargumente liefern jetzt, dab O,(M) entweder elementar abelsch ist, 
oder dal3 O,(Al) eine spezielle Gruppe von der Ordnung 28 ist. Nach [I I] 
kiinnen wir annehmen, daR Oa(A3) nicht elementar abelsch ist. Die Behauptung 
ron Satz B folgt dann mit dem folgenden Satz. 
SATZ C. Sei G eine endliche einfache Gruppe, deren 2-lokale LTntergruppen 
2-constrained sind. Weiter besitze G eine 2-lokale Untergruppe hl, die A, involviert. 
Sei N der maximale aufIisbare Normalteiler in III. Ist m(N) < 4, O,(N) nicht 
abelsch und C,w(.~) fiir.jede Inaolution x E N auf&bar, so ist G zu U5(2) isomorph. 
I. EINIGE =Ij-ZULkSIGE 2-GRUPPEN vOM Z-RANG VIER 
(I. I) LEMMA. Sei T eine 2-Gruppe, T 4 H und H/T s A, . Ist w ein Element 
von der Ordnung fiinf in H mit C,(W) =z 1, so enthiilt H eine zu -45 isomorphe 
I:ntergruppe. 
Beweis. Setze T, = T/D(T). Sei T, (1 T1 so gewahlt, dal3 TJT, ein irre- 
duzibler H/T-Modul ist. Da C,(W) = I ist, hat T,/Tz die Ordnung 16. Mit [4, 
II Lemma 2.61 erhalten wir jetzt, daR H/T, iiber T,/Tz zerf3illt. Per Induktion 
folgt jetzt die Behauptung. 
(1.2) LEMM.4. Sei T eine 2-Gruppe mit 52,(2(T)) = E elementar abelsch ran 
der Ordnung 16 und TIE homozyklisch vom Rang vier. Sei H P T mit H/T s Aa . 
Operiert HIT intransitiv auf den Involutionen von T/D(T), so enthiilt T elementar 
abelsche Untergruppen der Ordnung 32 oder ist homozyklisch vom Rang vier. 
Beweis. Wir nehmen an, dal3 T keine elementar abelschen Untergruppen von 
der Ordnung 32 enthalt. Setze T1 L= D(T). Dann ist T, < Z(T). Setze weiter 
T/T, = (a, b, c, d ,‘. Sei w ein Element von der Ordnung fiinf in H. W:ir kijnnen 
EINFACHE GRUPPEN OHNE Es, 199 
w so wahlen, da8 aW = b, bw = c, P = d und dW = abed gilt. Weiter gibt es eine 
Involution y in H mit a” = d und b!’ = c. Das Element w wird von y invertiert. 
SchlieBlich gibt es in H eine Involution s mit ax = b, cs = c und d” = abed. 
Wir kdnnen (x, y, w) so wihlen, da8 (x, y, w) g A, ist. Hierbei operiert (s, y, w> 
auf (a, b, c, d, abed}. Seien a, , 6, , cl , dl Urbilder von a, b, c und d. Setze [aI , 
b,] = rl , [a, , cl] = y2 , [al , 41 = y3 , [b, , cl] = yq , [b, , 41 -= r5 und [cl , 
dJ = y6 . Dann erhalten wir zunachst rl” = r6 , r2!’ = Ye , y3!’ = y3 und y4” == y4 . 
Die Operation von w liefert dann: rI = r;, ry‘ = yl”, y2 == y1yfy3 und 
y1y1cq-2 !f = ra*‘. Es bleiben somit vier Moglichkeiten fur die Struktur von T. 
Weiter erhalten wir rix = yl . Damit bleiben nur zwei Mijglichkeiten fur die 
Struktur von T. Weiter erhalten wir ygS = y4 . Damit 1aBt sich die Struktur von 
T angeben. Aus ysZ = r,r,r, erhalten wir dann ri = 1 fur alle i. 
(I .3) LEMMA. Die Voraussetzungen seien wie in (1. I). Zusiitzlich enthalte T 
keine elementar abelsche Untergruppe van der Ordnung 32. Dann gilt eine der 
folgenden Aussagen. 
(i) Es enthiiit T eine in H normale Untergruppe Tl , die homozyklisch vom 
Rang vier ist. Weiter ist C,(T,) = Tl . 
(ii) Es ist T = (a, 6, c, d> mit o(a) = o(b) = o(c) = o(d) == 4 und [a, b] = 
a2b2 d”, [a, c] = a”bBc2, [a, d] = b2c2, [b, c] = a2 d2, [b, d] = b2c2 d2 und [c, d] = 
a2c2 d’. Insbesondere ist T speziell van der Ordnung 2e mit Zentrum von der 
Ordnung 24. 
B eweis. Nach (1. I) enthalt H eine zu A5 isomorphe Untergruppe HI . Setze 
E = Ql(Z(T)). D ann operiert HI treu auf E. Also ist E elementar abelsch von der 
Ordnung 16. Setze F = &(Z(T/E)). Nach [9, Lemma 2.21 ist ( F ! 6 28. Sei w 
ein Element von der Ordnung 5 aus HI . Dann operiert w fixpunktfrei auf F. 
Also hat F die Ordnung 2” oder 2s. Nach [2, Lemma (3.1211 besitzt A, keine 
irreduzible Darstellung vom Grad 8 tiber GF(2). Also enthtiltF eine Untergruppe 
Fl von der Ordnung 16, die Hi-invariant ist. Bezeichne mit Fz das voile Urbild 
von Fl in T. Dann ist F2 normal in H. 
Sei zunachst F2 nicht abelsch. Setze F2 = (a, b, c, d>. Weiter gelte aw = b, 
bW = c, P = d und dw = a-lb-V1 d-l. Sei y eine Involution aus HI mit 
w” = u -I. Dann kiinnen wir a” = dr und c” = bs mit r, s E E annehmen. Eine 
Iangere aber unkomplizierte Rechnung liefert nun, daR Fz die in (ii) angegebene 
Gestalt hat. W’eiter erhalten wir, daB HI auf den Involutionen von E intransitiv 
und auf den Involutionen von FL transitiv operiert. Sei jetzt FS = C,(FJ. 
Dann ist Fz normal in H. Weiter ist Fz n F, = E. Da E = QR,(F3) ist, folgt, daR 
F3 keine Elemente von der Ordnung vier enthalt. Also ist F3 = E. Somit haben 
wir, daB TjF2 eine Automorphismengruppe von F2 ist. Sei jetzt T 2 FJ 3 F2 
eine Untergruppe von T, so daR F4/F2 ein irreduzibler Hi-Modul ist. Da HI auf 
F,/E transitiv operiert, folgt nun mit [S, Theorem 8.21, daR F,/E eine elementar 
200 G. STROTH 
abelsche Untergruppe von der Ordnung 3 2 besitzt. Mit [2, Lemma (3.12)] 
folgt dann, daB F,/E ein vollstandig reduzibler Hi-Modul der Dimension 
acht ist. Sei F5 das voile Urbild eines Hi-invarianten Komplementes von F,,‘E 
in FJE. Dann hat F5 die Ordnung 2s. Die Struktur von F2 liefert, daf3 CFl(a) 
eine Hyperebene von F,/F, deckt. Da Ni transitiv auf F,/E operiert, folgt nun, 
daD HI such transitiv auf den Hyperebenen von F,/E operiert. Also operiert Hi 
transitiv auf den Involutionen von FJE. Da H, intransitiv auf den Involutionen 
von E operiert, folgt jetzt, dafl F5 nicht abelsch ist. -41~0 ist F5 zu F2 isomorph. 
Eine langere Rechnung liefert nun, dal3 F,, elementar abelsche Untergruppen der 
Ordnung 32 enthalt. Das ist ein Widerspruch. Damit ist T = F2 gezeigt. 
Sei nun F2 abelsch. Setze S = C,(F,). D ann enthalt S/E keine elementar 
abelschen Untergruppen von der Ordnung 32. Per Induktion kiinnen wir 
annehmen, daB S/E zu einer Gruppe vom Typ (ii) isomorph ist, oder da8 S/E 
eine Untergruppe S, enthalt, die die Bedingungen von (i) erfiillt. 
Enthalt S/E eine Gruppe S, , die (i) erfullt, so folgt mit (1.2j, daB S eine 
Gruppe S, enthalt, die (i) erfiillt. 
Also kiinnen wir annehmen, da0 S/E zu einer Gruppe vom Typ (ii) isomorph 
ist. Dann ist C,(y) eine zentrale Erweiterung einer abelschen Gruppe durch 
eine Quaternionengruppe der Ordnung acht. Das liefert aber einen Widerspruch 
zu F2 $Z(S). Damit ist das Lemma bewiesen. 
(1.4) LEMMA. Die Sbraussetzungen seien wie in (1.3). 1st (i) erfiillt, so ist T 
abelsch. 
Beweis. Sei HI eine nach (1.1) esistierende Untergruppe von H, die zu --i, 
isomorph ist. Weiter sei Ti ein homozyklischer Normalteiler in H mit C,( Tl) = 
Tl . Sei T2 eine Untergruppe von T, die T, enthslt, so daB T,/T, ein irreduzibler 
Hi-Modul ist. 1st Q,(T,) in Z(T,) enthalten, so folgt wie im Beweis von (1.3) 
ein Widerspruch. Also ist T,/T, eine Automorphismengruppe von !2.,(Tl). Sei 
nun Tl f .Q,(T,). Dann erfiillt T,/Q;2,(T,) d ie Voraussetzungen beziiglich 
T,/Q,(T,). Da Z(T,) = Q,(T,) ist, erhalten wir nun, dal3 T.JW( T,) elemenfar 
abelsch ist. Sach [2] operiert Hr vollstandig reduzibel auf T,/W(T,). Sei S das 
volle Urbild eines Komplementes von TJW(T,). Per Induktion konnen wir 
jetzt annehmen, dal3 S abelsch ist. Das liefert aber Q,(T,) L Z(T,). Dies ist ein 
Widerspruch. Somit haben wir TL = sZ,(T,) gezeigt. Setze Tl -= ia, b, c, d ‘. 
Seien weiter x, y Elemente aus Hi . Es gelte: 
y:attd,bt+c (mod W”d 
s: a t-f b, c +-+ d (mod Q2,(Tl)). 
Sei r E T2 - Tl so gewahlt, daR rL und rg in YT, liegen. Setze a’ = as, , 6 = 
bs, , c’ = csa und d” = ds, mit si E SZ,(T,). Dann erhalten wir si!’ = sq , s?” = sg , 
si+ = s, und s:rx .= So . Nun rechnet man leicht nach, da8 es in T,r stets Involu- 
tionen gibt, falls 1.‘) = a”b”c” tl” ist. Also ist T,:‘Q,(T,) nicht elementar abelsch. 
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Nach (1.2) ist TJJJ,(T,) nicht homozyklisch. Also ist TJQ,(Z’,) zu der Gruppe 
aus (1.3)(ii) isomorph. Insbesondere operiert H1 transitiv auf den Involutionen 
von T2/T, . Dann gibt es aber Elemente rl und rp aus T2 - T, mit rly =: rip und 
rJ1 = r2(rf)% mit s E Q,(T,). Dann ist aber (r$ # ((rJ2)‘1. Das ist ein Wider- 
spruch. Jnsgesamt haben wir somit T == Tl gezeigt. 
(1.5) LEMMA. Sei T = (a, b, c, d) eine homozyklische Gruppe vom Rang vier, 
die zicht elementar abelsch ist. Weiter sei A s L12, eine Untergruppe von Aut(T). 
Setze .4 = (p, p, 7 1 p 2 - - 7 2 = p3 c (7~)” = (pi)” == (pp)” E I‘,, Danngjlt 
.* = b, p = d, a” z b, & = c, co z a, & -= d, ai = 6, c’ c c und dr == 
&b-lc-lr~-l 
Beweis. Nach [8, Theorem 8.21 operiert rl intransitiv auf den Involutionen 
von T. .41so kijnnen wir annehmen, da0 A auf T/Q,(T) wie angegeben operiert. 
Weiter kijnnen wir do == d annehmen. Setze nun c = dp, d = P-I, a = bp. 
Setze weiter a’ = br und co = as mit r, s E Q,(T). Aus p” = 1 folgt dann 
s = pz Aus (p~p)~ = 1 folgt r = s -= I. Setze nun a7 = be, cT = cf und dT = 
a-lb--%-l d-‘g mit e, f g E sZ,( T). A us r2 = 1 folgt f E C(7) und f = eerggr. Aus 
(rp)” = 1 folgt e E C(~J). Weiter erhalten wirf == eo. Schliefllich haben wir noch 
g EC(~). Aus (~7)~ = 1 folgt dann e = f = I. Also ist g E C(p) n C(T) = 1. 
Damit haben wir die angegebenen Relationen. 
(1.6) LE~UI\IA. Sei T die Gruppe aus (1.3) (ii). Sei A = (CL, p, 7:~ z -4, uie in 
(1.5). Seize T = (a, b, c, d). Dann gilt: a# = d, bP = c, aD = a-lb-l, bP = a, 
p = b-lc d, & = a-‘c-1, a’ = ab d”, P = b-la2 d”, cr = b-+a2 and dr = ac-Id. 
Beweis. Nach (1.2) operiert -4 transitiv auf T/Z(T). Weiter operiert --1 
intransitiv auf den Involutionen von Z(T), da genau fiinf Quadrate in T sind. 
Nun erhalten wir die Behauptung mit einer tihnlichen Rechnung wie in (1.5). 
(1.7) LEMMA. Es seien T und A wie in (1.5). Sei x eine Involution aus Aut( T) 
mit L4<.~‘,\ g Z; . Whle x so da@ (x/.L)~ = (xp)” = (XT)” = I ist. Dann operiert .Y 
auf Tin einer der folgenden Weisen. 
(i) a” = b, cz = c, dS = d. 
(ii) ax = b-l, c’ == c-1, d” == d-l 
(iii) a.’ = bb, , c” = cc1 , d” = dd, , wobei (b,), (cl: bzw. (d,~. gleich 
L+((b)), 52,((c)) bzw. Q,((d>) sind. 
(iv) a” = b-lb, , cr = c-V1 , d” = d-l dl . 
Beweis. Sei r eine Involution aus Aut(T) mit sr = s-l fiir allc: s E T. Indem 
wir .2: durch sr ersetzen, kiinnen wir annehmen, da0 es eine masimale -d-in- 
variante Untergruppe Tl von T gibt, auf der x wie in (i) beschreiben operiert. 
-41~0 ist Tl = Q,(T) fi.ir ein geeignetes er. Man rechnet leicht nach, daB x auf 
Q,+,(T) aie in (iii) operiert. Insbesondere ist v + 1. Also -Qr+,( T) = (a, b, c, d> 
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mit az = 66, , c” = cci und d” = dd, . Sei nun e E .Qn,,,(T) mit e? = d. Dann 
ist er = ew mit zu E Q,,, r(T). W . elter ist dd, = (e2)+ = e2w2 = w? d. Also ist 
~2 -_ d, . Wegen ~2 == I ist w’< = w-l. Da o(d) 2 8 ist, wird Q,((d)) van .v 
zentralisiert. Da dI $ [Q,(T), *] k ist, erhalten wir nun einen Widerspruch. Das 
liefert T = Q,.+,(T). Insbesondere operiert x auf T wie in (iii) angegeben. 
Damit ist das Lemma bewiesen. 
( 1.8) LEMMA. Seien T und =1 wz’e in (1.6). L)ann gibt es in Aut( I’) ein Element 
E von der Ordnung drei mit [A, l ] = I und a’ = a~-%-’ d--‘b2, be == a-Q-1, 
cC == b dc2 und dt = ab d-V2. 
Beweis. r\Ian rechnet leicht nach, da8 c ein Automorphismus van T ist, der 
r2 zentralisiert. 
(I .9) LEMMA. Seien T, A und E wie in (1.8). Sei s eine bvokion in Aut( T) 
mit -43(x‘> z & , (.y~)~ == (xp)’ = (XT)’ = I und (SE)? = 1. Dunn operiert s 
auf Tiie’foI,t; CI.I’ == d-1, bJ’ =: a-‘c-lbz, cf = bd, dr z a-1. 
Beweik. Wir konnen as =- dr, bx = acs, cS =I bdk und d” = am mit Y, s, 
k, m E Q,(T) annehmen. ,4us b = bx’ folgt dann Y = kpb2c’. Weiter folgt aus 
c == CJ’, da0 m = sk~bV gilt. Aus a+ = CP und bsp = bU” erhalten wir s& = 
k’s+ und k = bV d2sp. Es liefern dann P = crs und aT.r = arT, dal3 s = a2bV 
ist. 
2. EINE L,(7)-ZUL~SSIGE 2-GRUPPE 
(2.1) LEMMA. Sei E eine extraspezielle Gruppe von der Ordnung 29, so daJ3 
E/Z(E) ein irreduzibler L,(7)-Modul ist. Dann gilt: 
(i) E =“, D, * D, * D8 * Qs . 
(ii) Setze E == c:e, , e, , e, , e, , es , e, , a, bj mit J’Z e, , ep , e3,. z (2, e4 , 
e5 y e,: 2 El, , \‘a, b; E 0, und [el , e,] = z == [e, , e,]‘: [eZ , e,] = [e,< , e4] == 
[a, b], wobei (1.z = Z(E) ist. Alle anderen Kommutatoren sind trivial. Bezeichne 
mit x das Bild van s in E/Z(E). Setze Lp(7) =~ +, p, Y I /*’ = vi =I p3 =- (tq~cp)~ I= 
(p”)3 _ 1 ) ,P == $\, Dann werden den Elementen TV, p, v beziiglich der Basis 
:4 , e, , % , & , F5 , p6 , a, b) die folgenden Matrizen augeordnet. 
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Beweis. (i) Nach [9, Lemma 4.41 besitzt L,(7) genau einen irreduziblen 
Modul der Dimension acht iiber GF(2). Sei F = {p, v,\ eine Frobeniusgruppe 
der Ordnung 21 in L,(7). Dann ist [p, C,(V)] = C,(V). Also ist C,(V) g 0,. 
Da die Anzahl der Involutionen in D, * D, * Da * D, , die nicht im Zentrum 
liegen, nicht durch 7 teilbar ist, erhalten wir nun (i). 
(ii). Die Behauptung folgt durch leichtes Nachrechnen. 
(2.2) LEMMA. Sei H eine end&he Gruppe und T ein 2-Normalteiler van H 
mit H/T g L,(7). Es enthalte T eine elementar abelsche Lrntergruppe der Ordnung 
acht aber keine der Ordnung 32. Fiir jedes I f .r E H, sei C,(x) aufliisbar. Dann 
enthiilt T eine in H normale abelsche Untergruppe A mit A == (a, b, c, d 1 o(a) = 
o(b) = o(c) > o(d)>. Weite-r ist C,(A) = d. 
Bemeis. Setze R = Q,(Z(T)). Dann ist 1 R ! = 8 oder 16. Insbesondere 
existiert eine Untergruppe E von der Ordnung acht in R, die in H normal ist. 
Sei nun A ein Normalteiler von H mit d = (a, 6, c, d), o(a) == o(b) = O(C) > 
o(d) und /I’ = 1. Weiter sei 1 A j maximal. Sei Tl = Cr(-4). SchlieRlich sei 
1 f R, eine minimale H-invariante Untergruppe von TJA. Nach [9, Lemma 
4.41 ist / R, ( = 2, 23 oder 2*. 
Sei zuerst I R, ! = 2. Dann ist das Urbild R, von R, abelsch. Das liefert den 
Widerspruch 1 # (R.&D(0) c Z(H). 
Sei jetzt / R, 1 = 23. Dann setze R, = (aI , 6, , c,,~. Sei v ein Element von der 
Ordnung sieben in H. Dann konnen wir annehmen, da0 v auf R,/A wie folgt 
operiert: aI” = b, , blY = cr , ci” = a,b, . Seien a, , b, , c., Urbilder von a, , 
b 17 Cl . Setze [a? , b,J = r1 , [a? , CJ = r4 und [b, , cr] = rS mit ri E Q,(A). Dann 
erhalten wir r3 = ri*, rl = Ye* und P’ = rI rl V “+‘. Somit operiert <IV> auf RI dual 
wie auf [Q,(.+I), v]. Sei R, das voile Urbild von R, . Dann ist RJQ,(a) abelsch. 
Das liefert nun, daB R, die Ordnung 26 oder 2’ hat. Sei RI3 eine Suzuki 
2-Gruppe von der Ordnung 26. Dann ist R, z R3 oder R3 x Z, . Sei 
x EZ(RJ - R,‘. 1st x $Z(T), so deckt C,(X) die Gruppe H/T. Das ist ein 
Widerspruch. Also ist Z(R,) _C Z(T). Die Struktur von A, liefert nun, dab R, 
eine zu L,,(7) isomorphe Gruppe von Automorphismen besitzt. 
Setze R3 = (rl , rg , r3 , Y, , r5 , rs) mit z,e =: ~~2 = r32 q = r4” =: rj4 = ra4 = 1 
und [r4 , r5] = yl , [r4 , r6] = rz, [r5, YJ = y3, ~~2 = rlr3, rs’ = r2y3, rG2 = 
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rlrZ . Sei p E H mit rau = rqel , rSu = r6e2 und r6u =: rsea mit e, E .Qr(R&. Das 
liefert rlu = r2 und r3iL = r3 . Dann ist aber (Y~~)u = (rlrJU =: rzrFi :.G r,‘. Das 
ist ein Widerspruch. 
Sei nun zuletzt \ H, , = 2R. Sei wieder 1’ ein Element von der Ordnung sieben 
aus H. Dann ist Cfil(v) eine Vierergruppe. -41~0 ist iz vom Rang vier. iF.eiter ist 
C,(V) von der Ordnung zwei. Sei R, das voile Urbild van R, . Dann ist C,,(V) 2; 
0,. Setze nun --I, q --: d,W(,-I). D ann ist =1, elementar abelsch van der Ordnung 
16. Weiter ist (QW(1(4))/[.;1, , V] estraspeziell von der Ordnung 2’. Nach (2.1) 
gibt es in dieser Gruppe eine clementar abelsche Gruppe von der Ordnung 23, 
auf der <v’; dual wie auf [Q,(=1), ] p v o eriert. Sei F diese Gruppe. Dann ist das 
Urbild der Erweiterung von [.Ji , V] mit F eine nicht abelsche Suzuki 2-Gruppe. 
Insbesondere folgt wieder, daR A elementar abelsch v-on der Ordnung 16 ist. 
\Vahle nun fur die Erzeuger von R, die gleichen Bezeichnungen wie in (2.1). 
Sei <‘I*, p> -2 Zs eine Untergruppe von H/T. Dann ist <er , es’ = C&J) und 
elll := es. Seien Fr und ej die vollen Urbilder von e, bzw. es. Dann ist [Zr , &J in 
d[-4, V] enthalten. ‘4~s [a, , Fs]~ = [c r, &] folgt nun, daB C,(d) die Gruppe H/T 
deckt. Das ist aber ein Widerspruch. Somit haben wir insgesamt C,(A) = &-I 
gezeigt. 
(2.3) ~JEMMA. Es s&n T, H und A wie in (2.2). Weiter sei I d J maximal. Es 
sei E C Z( T) ein IVormalteiler von H von der Ordnung acht und R das voile Urbild 
van Q,(,q/E). Ist C,(R) + A, so ist C,(R) =: (A, f >. Weiter gibt es ein h E N, so 
daJ a“ _ al+2”-“, bf = bl+znmk, cf = $+2”-’ u&f nk = d jst. Hi&& jst o(a) ;= 2’1, 
!‘a, b, c> = [A, v] fiir ein Element v E H mit O(V) = 7 und <Id:: = C,.,(V). Weiter 
ist o(d) 2 2. 
Beweis. Setze K = C,(R). Sei -4 < K, < K eine maximale H-invariante 
Untergruppe von K, die die im Lemma angegebene Struktur hat. Sei Kr < 
R, < K so gewahlt, dab 1 + RI/K1 ein irreduzibler H/R,-Modul ist. Wir 
zeigen zunachst ; R,/li, ! = 2. 
Sei ] RJK, 1 = 2*. Sei weiter Y ein Element von der Ordnung sieben aus H. 
Dann ist CRJjKI(v) eine Vierergruppe. Also ist CRI(v) eine Quaternionengruppe. 
Weiter esistiert ein Element p von der Ordnung drei, das auf C,l(u) treu operiert. 
Also ist Cal(~) s Qs . Sei zun%chst d == 1. Dann liefert die Struktur von ri, , 
da8 K, = d sein mu& Das liefert aber CKl(v) q = 1. Das ist aber nicht miiglich. 
Xlso ist o(d) = 2 und Kr = A. Dann gibt es in R, eine Untergruppe F mit 
F n A = [J, V] und F/F n A r E, . Weiter operiert (v> auf F/F n A dual wie 
auf -Q,(F n il). Das liefert, daR F keine Suzuki 2-Gruppe ist, da A 7~ R ist. Also 
ist .Qr(F) + Q,([rl, v]). Dann enthalt T aber elementar abelsche Untergruppen 
von der Ordnung 32. Das ist ein Widerspruch. 
Sei nun ) RI/K1 1 = 23. Dann ist RI/A abelsch. Weiter hat Gl(R,/A) die 
Ordnung 8 oder 16. Sei wieder v ein Element von der Ordnung 7 aus H. Sei 
weiter RZ das voile Urbild van [R,,‘.4, V] und s E R, - &4. 1st o(t/) -< 2, so 
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zentralisiert s die Gruppe ?J1(A4). Wt’ahle e E C,(Y) mit o(e) = 4 und [e, s] f 1. 
Dann ist [e, s] in &([A, v]) enthalten. Sei weiter h E C,(V) mit h2 = e. Dann ist 
[h, s] in R enthalten. Also ist [h, s] in &$(A) enthalten. Das ist ein Widerspruch. 
Somit haben wir gezeigt, da8 P(,d) in Z(R,) enthalten ist. Das liefert, da8 
R&Y(A) abelsch ist. Sei R, das voile Urbild von [R,/@(A), v], Man rechnet 
leicht nach, daD Rz abelsch ist. Weiter ist R3 normal in H, da R3 die einzige 
abelsche Untergruppe von R, von ihrer Ordnung ist. Da aber I Rrs / > ; -4 / ist, 
erhalten wir so einen Widerspruch. 
Somit haben wir ; RI/K1 / = 2 gezeigt. Sei e E R, - A mit e” E .4. Da C,(eJ) 
die Gruppe H/T deckt, ist f&(J) in CH(e) enthalten. Da C,(V) nur eine Involution 
enthalt, folgt nun e2 = d. \l’sre d = I, so wiirde H/T van C,(e) gedeckt. Das ist 
aber ein Widerspruch. Da die Operation von e auf -4 eindeutig ist, erhalten wir, 
daf3 RI/-d genau eine Involution enthalt. Ware RI/A eine Quaternionengruppe, 
so ware C,(V) eine Quaternionengruppe. Da o(d) > 2 ist, ist das ein Wider- 
spruch. Also ist RI//l zyklisch. W.eiter operiert ein Erzeuger von RJA auf A wie 
in der Behauptung angegeben. Das ist ein Widerspruch zur iIIaximalitat von 
Kl . Damit ist dasLemma bewiesen. 
(2.4) LEMMA. Seien A, T, H, E und R zcie in (2.3). Sei weiter C,(RIE) # A. 
Dam ist C,(R/E) = (i&f,\. Setze wieder (a, b, cl -= [A, v] und (d) = C,(V) 
fiir ein Element v E H mit o(v) = 7. Sei weiter o(a) = 2” und o(d) = 2”. Dam 
existiert ein k E N , so day f auf A in einer der folgenden Weisen operiert. 
0) .f = al+2”-k, bf = bli-2”-k, Cf _ c11~2”-k, f 2' = d und o(d) 3 2. 
(ii) .f = a-l+2”-‘, bf = &1+2*-l, cf = +i2”-’ , f 2k = d und o(d) = 2. 
(iii) .f = a-l+2’-k, bf = b-l+?‘+‘, Cf =~ C-l+2”-‘, df = d-1 Ilnd f 2 = d2m-1. 
(iv) af = a-1, bf = b-1, cf = c-1, f 2 = 1 und d L- 1. 
Beweis. Setze K = C,(R/E). Sei weiter A < Kl < K eine maximale in H 
normale Untergruppe, so daJ3 RI von einem der oben angegebenen Typcn ist. 
Sei Kl < R, < K eine H-invariant Untergruppe von K, SO dal3 RI/K1 & 
irreduzibler H/R,-Modul ist. \Vir zeigen zunachst, daB / RI/K1 j == 2 ist. 
Sei I RI/K1 ; = 2*. Sei weiter v ein Element von der Ordnung 7 aus H. Dann 
ist C,,(v) = $2, . Da Rl/CR1(R) eine Automorphismengruppe von [R, v] z 
z, :\ z, x Z, ist, konnen wir nach (2.3) annehmen, daB hfl = A und o(d) = 2 
ist. Setze A, al(A). Dann ist RI/A, eine Erweiterung einer Rs durch eine 
extraspezielle Gruppe der Ordnung 2 g. Wahle fiir die Elemente von R,/A die 
gleichen Bezeichnungen wie in (2.1). Sei p ein Element von der Ordnung 3 in H 
und (er , es> = CRII,&). Sei weiter p ein Element aus H mit pu = p-1 und 
elu = e, . Bezeichne mit FI und &, Urbilder von e, bzw. e, mit [,?I , p] = [&, p] = 1 
und ?ru = & . Sei (a> q = C,,,,,(p). Dann erhalten wir a; = a-1 = az5. Also ist 
Cd<e, , e2 , es)) = Gr(A) = CA((e, , es, es)). Setze nun R2 = R,/(d) und 
R3 = [R, , v]. Eine leichte Rechnung zeigt nun, da13 R$.P(R2) elementar 
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abelsch von der Ordnung 2s ist. Per Induktion erhalten wir so eine Untergruppe 
F von R, , die O,(A) enthglt. Weiter ist von der 
Ordnung 2’. Mit [9, Lemma 2.21 erhalten wir nun den Widerspruch r;t 
J&(F). 
Sei jetzt 1 RI/K, I = 23. Setze 
i RJK, 1 = 2 gezeigt. Sei zungchst e E R, - .4 mit ez E &-2. 
1st e $ C,(R), so invertiert e die Gruppe R. Enthalte nun RI/-q eine Vierergruppe. 
Man rechnet leicht nach, da8 dann R, ein Element e mit e2 E -1 enthglt, das ,4 
invertiert. Dann haben alle Elemente in -4e das gleiche Quadrat. Das liefert nun 
e2 == 1. Dann ist aber d = 1. Das widerspricht (2.3). Somit haben wir gezeigt, 
da0 R,jA eine Quaternionengruppe oder zyklisch ist. Sei R,/A eine Quater- 
nionengruppe. Dann ist d = I. Nach (2.3) . mvertiert die einzige Involution in 
RI/_4 die Gruppe Q;?,(,4). D ann kann sie aber kein Quadrat sein. Somit haben wir 
gezeigt, daI3 RJ.4 zyklisch ist. 1st I(, ti _-I, so zentralisiert Kl die Gruppe R. 
Nun sieht man leicht, da8 RJA auf eine der in (i) bzw. (ii) angegebenen Arten 
auf =1 operiert. Sei also _-l == Kl Sei weiter e E R, -~~ A. Es wird R von e 
invertiert. Man rechnet leicht nach, da8 ay = a-‘, be := b-l, cp == c-l oder 
& = a-l+2”-1 , hf’ = b-1-2nm’, ce -= C-IT F’ gilt. Da CRl(v) zyklisch oder eine 
Quaternionengruppe ist und Z(R,) in fin,(A) enthalten sein mul3, folgt nun 
dp = d-l. 1st d = 1, so folgt, da e2 == I ist und C,(eJ) die Gruppe H/T deckt, 
daB uy = u-l ist. Also ist R, vom Typ (iv). Sei nun d + 1. Dann ist e” = #-I. 
Wgre ae =T a-1, so hgtten alle Elemente in _4e das gleiche Quadrat dzm-‘. Dann 
wire aber Z(H) f I. Das ist ein Widerspruch. Somit haben wir gezeigt, da8 R, 
von einem der in der Behauptung angegebenen Typen ist. Das widerspricht der 
Maximalitgt von Kl . Also ist K, == K. 
(2.5) LEM~IA. Die Rezeichnungen seien wie in (2.4). Dann ist T = C,(R/E). 
Beweis. 1st Q,(J) = E, so ist nichts zu beweisen. Sei also &(A) s E,, . 
1st J&(A) $Z(T), so deckt C,(x) fiir jedes x E Q,(A) - E die Gruppe H/T. Das 
ist ein Widerspruch. Also ist ~~(A) inZ(T) enthalten. 
Sei nun T # C,(R/E). Setze F = QR1 (T mod a). Dann ist F/A eine elementar 
abelsche Gruppe von der Ordnung acht oder sechzehn. 
Sei F/A E El6 . Weiter sei F/rZ ein unzerlegbarer H/A-Modul. Setze R, = 
[v, F], wobei v ein EIement von der Ordnung 7 aus H ist. Dann operiert (v j dual 
auf R,A/A wie auf E. Also ist (d) in Z(Rd) enthalten. Da Z(F) = Qn,(A) ist, 
gibt es in C,(Y) ein Element s mit d 2 =: d-l. Mit (2.4) erhalten wir dann, 
daR<r, d) eine Quaternionengruppe ist. Sei nun p E H - T mit p2 E T. Dann 
gibt es in [A, V]X ein Element y mit p -yp in H. Da alle Elemente in [_4, V]X 
nach (2.4) in H konjugiert sind, folgt nun, dal3 es in [.4, V]X ein Element yl gibt, 
so da8 C,( yl) die Gruppe N/T deckt. Das ist ein Widerspruch. 
EINFACHE GRUPPEN OHNE E,, 207 
Somit haben wir gezeigt, dal3 es in F eine Untergruppe Fl gibt, die H/T 
invariant ist, so daB ;2 _C Fl und FJA s EB ist. Sei p E H mit o(p) = 3 und 
,u E H mit pu = p-1. Sei weiter s E C,(p) - ,4 und C,(p) = (a:> x (d). Da 
(d) in Z(E;) enthalten ist, folgt o(d) = 2. Das liefert /[C,(p), sJ\ = 2. Da 
[C,(p), s] c E und su = sm mit m E -4 ist, deckt CH([CA(p), s]) die Gruppe 
H/T. Die ist ein Widerspruch. Damit ist das Lemma bewiesen. 
3. BEWIS VON SATZ C 
(3.1) LEMMA. Sei G eine end&he Gruppe mit O(G) = 1. IVeiter sei G 2- 
constrained. Sei M der maximale aujltisbare Aiormalteiler van G. Ist hf + G, 
m(M) < 4 und C,(x) ftir ale Involutionen .r E hI aufliisbar, so ist eine Sylow 
2-Untergruppe von hI von &em der in (2.4), (2.9, (1.3) oder (1.4) angegebenen 
TVpe% 
Beweis. Sei S eine Sylow 2-Untergruppe von 11% Dann deckt N,(S) die 
Gruppe G/M. Insbesondere ist No(S) nicht auf&bar. Setze R = Q,@(S)) und 
IV = CN&R). Dann ist W au&bar. Insbesondere ist No(S)/W zu einer 
Untergruppe von A, isomorph. Das liefert, da0 N,(S) einen auflosbaren Nor- 
malteiler K besitzt, so dal3 Nc,(S)/K zu -1, , 2s , L,(7), A, oder .& isomorph ist. 
In den b&den letzten Fallen folgt mit [8, Theorem 8.21, da13 S elementar 
abelsch ist. 
Sei jetzt S, eine Sylow 2-Untergruppe von K. Dann ist NK(Sr) = S&r , 
wobei Kl ungerade Ordnung hat. Setze N = NNJ~$K,). Dann ist N/N,(K,) 
zu L,(7), A, oder ,X5 isomorph. Da NK(Kl)/Kl z Ns,(KJ ist, folgt nun, dal3 
N,,(KJ von einem der in (1.3), (I .4), (2.4) oder (2.5) angegebenen Typen ist. 
Wir konnen annehmen, daB Wr = CKl(Qr(Z(S,))) f 1 ist. Dann zentralisiert 
w i jede charakteristische abelsche Untergruppe von S, . Setze S, = [S, , Wr]. 
Dann hat S, nach [13, Lemma (5.28)] die Klasse zwei. Es ist S,W, normal in 
N,(S,). Also ist S, normal in NG(Sr). Es enthalte zunachstZ(S,) alle Involutionen 
von S, . Dann folgt mit [9 Lemma 2.21, dal3 ! S,/.Q,(Z(S,))! < 2* ist. Also wird 
3” . Y . 7a . 17 . 31 . I27 von I W, / geteilt. Die Struktur von GL(8, 2) liefert nun, 
da8 Nc(S,)/S, eine zu ‘4, oder L,(7) isomorphe Untergruppe besitzt. Jetzt 
liefern die Ergebnisse aus. 
1 und 2 die Behauptung. 
Sei also sZ,(S,) # Qr(Z(S,)). Dann ist Q,(Z(S,)) elementar abelsch von der 
Ordnung acht. Sei x eine Involution in S, - Q,(Z(S,)). Dann ist C,&x) =: 
(x) x B, wobei B keine elementar abelsche Untergruppe von der Ordnung 
sechzehn enthalt. Nach [9, Lemma 2.21 ist ) s/.Q,(Z(S,))/ < 26. Also ist 
j &/Ql(Z(&))/ ,( 21°. Nun liefert die Struktur von GL( IO, 2) wie oben, dal3 
NG(Si)!SI eine zu A45 oder L.,(7) isomorphe Untergruppe enthalt. Damit ist das 
Lemma bewiesen. 
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(3.2) SATZ. Sei G 2-constrained mit O(G) = 1. Sei weiter N der maximale 
aufltisbare Normalteiler van G. SchZieJSlich sei m(N) < 4 und Co(x) fiir jede 
Involution x E N aufliisbar. Ist G + hT, so ist O,(G) zu einer der in (1.3), (1.4), 
(2.4) oder (2.5) angegebenen Gruppen isomorph. Weiter ist G/O,(G) zu L,(7), A, , 
A, , LY5 , L’6 oder einer Gruppe, die AS x 2, mit dem Index hiichstens zwei enthiilt, 
isomorph. Ist insbesondere 5 ein Teiler der Ordnung von G, so ist O,(G) abelsch oder 
hat die Ordnung 2H. Im letzten Fall ist die Struktur von O,(G) eindeutig bestimmt. 
Beweis. Setze T = O,(G) und IV = CG(Q1(Z(T))). Dann ist TV auf&bar. 
Setze weiter T1 = O,(lY) und S = O,,,,(W). Sei K ein 2-Komplement in S. 
Setze Tz = [T, , K]. Da k’ jede abelsche charakteristische Untergruppe von T1 
zentralisiert, liefert [13, Lemma (5.28)], da8 T2 die Klasse zwei hat. Weiter ist 
T, normal in G. Insbesondere ist 3 < m(Z(T,)) < 4. Da T, Q N, liefert (3.1), 
da0 r( T2) < 5 ist. Also ist j k’ 1 1 9. Da C,(T,) = 1 ist und es hijchstens so viele 
Quadrate in Tz gibt, wie es Bahnen auf T,/Z(T,) gibt, folgt nun [ k’ / i 3. 
Sei 1 K 1 = 3. Dann ist Z(Tz) elementar abelsch von der Ordnung 16 und 
TJZ(TJ elementar abelsch von der Ordnung 16. Hat W keine normale Sylow 
f-Untergruppe, so folgt nun, daB U’eine Erweiterung von T1 durch 2.a ist. Dann 
folgt aber, da8 -4, eine nicht au&bare Untergruppe besitzt, die einen zu Za 
isomorphen Normalteiler hat. Das ist aber ein Widerspruch. Somit haben wir 
gezeigt, daB T = I/ ist oder ! II/: T := 3 ist. Da G/lYeine Untergruppe von ils 
ist, folgen nun leicht die restlichen Behauptungen. 
(3.3) LEMMA. Sei G eine endliche einfache Gruppe. Alle 2-lokalen C:nter- 
gruppen von G seien 2-constrained. Weiter besitze G eine 2-lokale Untergruppe M, 
so daJj’ O,(M) zu der in (1.3) angegebenen nicht abelschen Gruppe der Ordnung 28 
isomorph ist und M/O,(M) zu einer Untergruppe der in (1.9) angegebenen Gruppe 
isomorph ist. Schlie/3lich sei d;! nicht au$osbar. Dunn teilt 211 nicht die Ordnung 
eon M. 
Beweis. Setze T = O?(M). Sei weiter S eine Sylow 2-Untergruppe von 111. 
Da es in S genau einen elementar abelschen Normalteiler von der Ordnung 16 
gibt, ist S eine Sylow 2-Untergruppe von G. Sei jetzt 211 ein Teiler der Ordnung 
von G. Dann gibt es in M eine Involution x, die auf T wie in (1.9) angegeben 
operiert. Sei S, eine Sylow 2-Untergruppe von C,+,(x). Dann ist S, s D, x 1; . 
In M gibt es genau drei Konjugiertenklassen von elementar abelschen Gruppen 
der Ordnung 16. Vertreter hierfiir sind Z(T) und die beiden Untergruppen von 
S, . Seien &‘1 , E, diese beiden Untergruppen von S, . Da M eine Sylow 2-Unter- 
gruppe von N,(E,) enthalt, folgt wegen Z(T) C N,(E,), daR E1 nicht zu E, in G 
konjugiert ist. Sei nun E, =: <C,,,,(x), .r;:‘. Weiter enthalte NM(E1) keine Sylow 
2-Untergruppe von C,(x). Da .& nicht zu E, in G konjugiert ist, ist dann s zu 
einer Involution aus Z(T) in No(&) konjugiert. Die Struktur von N&E,) liefert 
nun aber, daI3 alle Involutionen aus E, in No(&) konjugiert sind. Dann sind such 
alle Involutionen aus Z( T) in G konjugiert. Diese Konjugation mu&e aber schon 
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in M geschehen. Das ist ein Widerspruch. Somit ist gezeigt, da13 2s die Ordnung 
von C,(x) nicht teilt. Sei S, eine Sylow 2-Untergruppe von M’. Dann ist r zu 
keiner Involution aus S, in G konjugiert. Anwendung von [13, Lemma (5.3811 
liefert nun einen Widerspruch zur Einfachheit von G. 
(3.4) LEMM.4. Die 1~‘oraussetzungen seien wie in (3.3). Dam ist G .zu U,(2) 
isomorph. 
Beweis. Nach (3.3) ist 210 der genaue 2-Anteil der Ordnung von G. Die 
Behauptung folgt nun mit [2]. 
Satz C folgt nun aus (3.2), (3.4) [I, 6J. 
4. DER BEWEIS VON SATZ B 
(4.1) LEMMA. Sei G eine endliche einfache Gruppe. Alle 2Jokalen Unter- 
gruppen von G seien 2-constrained. Es besitze G eine maximale 2-lokale L,ittergruppe 
J3 mit folgenden Eigenschaften. 
(1) S = O,(M) euthiilt keine elementar abelsche Untergruppe von der 
Ordnung 32. 
(2) M/S E L,(7) 
(3) C,(i) ist auflosbar fiir jede Involution i E S. 
(4) AZ enthalt eine Sylow 2- Untergruppe von G. 
Dunn gilt etue der Lfolgenden Aussagm 
(i) 2” teilt nicht die Ordnung von G. 
(ii) C,(i) C M fiir jede Involution i E S. 
Beweis. Sei T eine Sylow 2-Untergruppe von M. JVeiter sei 2i1 ein Teiier 
der Ordnung von G. Wahle .z E s-?,&(T))+. Setze W = O&o(z)) und JV, = 
Q,(Z(W)). Nach (3.2) ist C,(z)/S zu & isomorph. 1st IV, f (z:, so ist JVr n 
q(s) f (z). Dann existiert eine elementar abelsche Untergruppe E von der 
Ordnung acht von M mit E C JV, und E 4 df. Da .lI = No(E) ist, folgt nun 
JJ’C S. 1st E normal in Co(z), so ist Co(z) C X. Sei also E nicht normal in Co(x). 
Dann ist IV, = Q,(Z(S)). Es gilt No(?Vi) = M. Somit haben wir C,(z) _C M. 
Sei nun JVr = (z). Sei W, das voile Urbild von Q,(Z( W/ W,)). Klar ist wieder, 
dalj E in JF’, enthalten ist. 1st C,(z) nicht in M enthalten, so ist E f W, . Setze 
JV3 == Qr(JJI,). Sei s eine Involution aus JJ; - E, die in S enthalten ist. Nach 
(3.2) und (2.4) ist dann eine Sylow 2-Untergruppe von CM(s) in S enthalten. 
Da s E W, ist, liegt s in Z(S). Also ist S eine Sylow 2-Untergruppe von Co(s). 
Insbesondere ist s zu keiner Involution aus E in G konjugiert. Also gibt es in JVs 
eine Involution j E M - S. In M gibt es ein Element p von der Ordnung drei, 
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das vonj modulo S invertiert wird. Setze S, = [S, p]. Dann ist S, zu Z, :X Za 
isomorph. Das liefert, da 2ii die Ordnung von G teilt, da8 S einen abelschen 
Normalteiler vom Index zwei besitzt, der zu Za x Z, x Z, x ZP isomorph ist. 
Xnwendung von (2.4) liefert nuu einen Widerspruch. Somit ist C,(z) C M 
gezeigt. 
Sei nun d eine Involution aus S, die nicht zu z in Af konjugiert ist. Dann ist 
eine Splow 2-Untergruppe von CM(d) in S enthalten. Weiter ist Q,(C,(d)) 
elementar abelsch von der Ordnung 16. Sei F = Q,(C,W(d)). Dann ist E C F. 
Sei weiter r E No(F) mit E’ + E. Dann ist 1 ET n E / = 4.Ist Y ein 2-Element mit 
~2 E No(E), so gibt es ein e E E n E“ mit ep = e. Da e in M zu x konjugiert ist, 
ist C,(e) C :\I. Also ist Y E AI. Das ist ein Widerspruch. Somit enthalt S eine 
Sylow 2-Untergruppe von C,(d). Insbesondcre ist n zu keiner Involution aus E 
in G konjugiert. Also ist No(F) c Al. Da F cZ(O,(Co(d))) ist, erhalten wir 
C,(d) C :lf. Damit ist das Lemma bewiesen. 
(4.2) LEMMA. Sei G eine endliche einfache Gruppe. Ale 24okalen &.nter- 
gruppen seien 2-constrained. Es besitze G eine maximale 2-lokale Untergruppe AI, 
so daJ O,(M) keine elementar abelschen L’ntergruppen oon der Ordnung 32 besitzt. 
1st L41/0,(M) G L,(7) und C,(i) aufltisbar fiir jedes I + iE O,(M), so ist 
a,(o,(M)) cl Z(O,(.ll)). 
Beweis. Angenommen falsch. Nach (2.4) und (2.5) besitzt S = O,(M) 
einen homozyklischen Normalteiler A’ vom Rang drei. Weiter ist S = X-ie’,. mit 
$ = l und se = ~-1 fur alle s E S. Setze E = .Qr(S). 1st T eine Sylow 2-Cnter- 
gruppe van M, so ist C,(e) = (e, E,J. Klar ist, dab T eine Sglow 2-Untergruppe 
von G ist. 1st S > 2’j, so ist C,(e) eine Sylow 2-Untergruppe von C,(e) nach 
(4. I). 
Sei nun ; S 1 = 26. Dann ist 1 T: == 2 1”. Die Liste in [2] liefert nun einen 
\Viderspruch. 
Also ist C,(e) C ,IZ. \Veiter ist e $ AI’. Nach [13, Lemma (5.38)] ist e zu einer 
Involution aus M’ konjugiert. In M’ gibt es genau zwei M-Klassen von Involu- 
tionen. Da e zu keiner Involution aus E in G konjugiert ist, folgt nun, dab E in T 
beziiglich G stark abgeschlossen ist. Mit [3] erhalten wir jetzt einen \Yider- 
spruch. 
(4.3) LEiUiUA. Sei G eine endliche einfache Gruppe. Me 2-lokalen Lnter- 
gruppen seien 2-constrained. Weiter besitze G eine maximale 2-lokale Lyntergruppe 
M mit Al/O,(M) s L,(7). Es enthalte O,(M) k . etne elementar abelsche L’nter- 
gruppe von der Ordnung 32. Ist C,(i) au@sbar fur jede Znaolution i E O,(dl), so 
ist G zu G,(3), A48 , Mz!,, oder Mz?, isomorph. 
Beweis. Setze S = O,(M). Nach (4.2) wissen wir, dab Q,(S) == Q,(Z(S)) 
gilt. Sei weiter 2i1 ein Teiler von / M 1 und Menthalte eine Sylow 2-Untergruppe 
T van G. 1st n E Z( T)?, so gibt es nach [3] eine Involution j aus AT - S, die in G 
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zu z konjugiert ist. Sei j so gewahlt, dal3 C,(j) eine Sylow 2-lintergruppe von 
C,(j) ist. Weiter sei TI eine Sylow 2-Untergruppe von Co(j), die Cr( j) enthalt. 
Dann gibt es eing E G mit T,” = T undj” = Z. 
\\‘ir nehmen nun an, daf3 j ein Element f von der Ordnung acht aus S zen- 
tralisiert. Dann ist (f”)” EZ(S). Nach (4.1) sind zwei Elemente aus Z(S) in G. 
genau dann konjugiert, falls sie in M konjugiert sind. Also existiert ein h E G 
mit js E S und (f”)” = f”. Nach (4.1) ist d ann h E M. Das ist ein Widerspruch. 
\Vir erhalten nun mit (2.4) und (2.9, da8 S die Ordnung 28 hat. Insbesondere 
ist T = Pi. Dann zentralisiert j eine zu Z, x Z, isomorphe Untergruppe .-Z 
von S. Insbesondere ist Q,(a)0 n 5’ p I. Nun folgt wie oben ein Widerspruch. 
Es enthalte nun M keine Sylow 2-Untergruppe von G. Sei IT eine Svlow 2- 
L’ntergruppe van 11Z und TI eine 2-Untergruppe van G mit i TL : T 1 2. Sei 
t E TI - 7’. Dann ist S’ 7 S. Sei S’ nicht elementar abelsch. Da es in T,‘S keine 
zu z, ; z, isomorphe Untergruppen gibt, ist ! Qi(S) n S’ , > 8. also ist 
S’ C C(Q,(S) A St) C S. Das ist ein \Viderspruch. Somit haben wir gezeigt, 
da0 S elementar abelsch ist. 
Insgesamt haben wir gezeigt, daD entweder S elementar abelsch ist oder 2” 
die Ordnung von G nicht teilt. Nun erhalten wir die Behauptung mit [I I] bzw, 
PI. 
(4.4) LEMMA. J-ei G eine einfache Gruppe. Dale 2-lokalen l’ntergruppen seien 
2-constrained. Es enthalte G eine maximale 2-lokale .5:ntergruppe M, uobei 
M/O,(:U) einen zu d, isomorphen I\iormaiteiler besitze und O,(M) abelsch vom 
Rang vier sei. Dann ist O,(iz;l) elementar abelsch und G zu L,(4), PSp,(3) oder J3 
isonzorph. 
Beweis. Sei Oa(M) = S nicht elementar abelsch. Sei weiter T eine Sylow 
2-Untergruppe v-on dl und TI eine 2-Untergruppe von G mit ( 7; : T 1 = 2. 1st 
t E TI ~- T, so ist St # S. Nun sieht man leicht, daB Q,(S) in S n St enthalten 
ist. Dann ist aber S = St = Cr(Q,(S)). S omit haben wir gezeigt, daR 112 eine 
SyIow 2-Untergruppe T von G enthalt. Weiter ist klar, daf3 zwei Involutionen 
aus -Q,(S) in G genau dann konjugiert sind, falls sie in 118 konjugiert sind. Also 
enthalt Q,(S) genau zwei G-Klassen von Involutionen. 
Sei z eine Involution aus Z(T). Setze H == Co(z) und TV = O,(H). Mit lVr 
bezeichne das voile Urbild von Q,(Z(W’(z))). Klar ist H’r n Q,(S) # (z>. Weiter 
ist Wi C S. Das liefert / W’, / 3 8. Al so ist C,(Wr) normal in H. Eine Sylow 
2-Untergruppe von C,(TVr) ist S. Das liefert, daB S in H normal ist. Also ist 
H _C A’. 
Sei nun .xEQr(S), x + z in G. Dann ist C,&x)/S zu & oder Z, x ,X3 iso- 
morph. Setze R = C,(x). und R, = 0,(&(x)). Klar ist, dal3 z inZ(Rr) enthalten 
ist. Sei nun R $ M. Dann teilt 8 die Ordnung von QI(Z(R,)). 1st &(Z(R,)) _C S, 
so ist R _C AI. Also ist QR,(Z(R,)) 1 e ementar abelsch von der Ordnung 16 und 
j Q(Z(R,)) n S j = 8. hiit (1.7) erhalten wir dann einen Widerspruch. Somit 
haben wir gezeigt, da13 Cc(m) C M fur alle m E S+ gilt. 
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Sei jetzt j eine Involution aus T - S, die in G zu einer Involution aus S 
konjugiert ist. Sei zunachst j E AZ’. Dann zentralisiert j in S eine zu Z, x Z, 
isomorphe Untergruppe A. Da LPI/S keine solche Untergruppe enthalt, ware j 
zu einer Involution aus S in Co(m) fur geeignetes m E Sf konjugiert. Das ist 
aber ein Widerspruch. 
Sein nun j $ AZ’. Dann zentralisiert j in AI eine zu Z., isomorphe Untergruppe 
rl. Da keine Involution aus M’ - S zu einer Involution aus S konjugiert ist, ist 
nun j zu einer Involution aus S in Co(m) fiir geeignetes m E 5’” konjugiert. Da 
C,(m) in II.1 enthalten ist, haben wir einen Widerspruch. Also ist Q,(S) in 1 
beziiglich G stark abgeschlossen. Anwendung von [3] liefert einen Widerspruch. 
Somit haben wir gezeigt, da13 S elementar abelsch von der Ordnung 16 ist. 
Nun folgt mit [7] und [4] die Behauptung. 
(4.5) LEMMA. Sei G eine endliche einfache Gruppe. Me 2-lokalen Unter- 
gruppen von G seien 2-constrained. Sei A[ eine maximale 2-lokale Untergruppe von 
G mit M/O,(M) s A, oder .Z, . Es enthalte O,(M) keine elementar abelsche 
Untergruppe von der Ordnung 32. Ist C,(i) fiir jede Involution i E O,(M) aufliisbar. 
so ist G zu M~z , Mz, oder PS U,, (3) isomorph . 
Beweis. Nach [8, Theorem 8.21 ist S = O,(lV) elementar abelsch von der 
Ordnung 16. 1st nf/O,(n,f) z =jl, , so ist r(G) < 4. Mit [4] folgt dann die 
Behauptung. Sei nun AT/S z & Dann folgt mit [12], da13 eine Sylow 2-Unter- 
gruppe von G vom Typ L,(q) ist. Man rechnet im letzten Fall leicht nach, da8 es 
eine Involution gibt, deren Zentralisator nicht 2-constrained ist. 
Satz B folgt nun aus [1, 61, (3.2) (3.4) (4.3), (4.4) und (4.5). 
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